Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TDq5 — Intégrales a parametre

Exercice 1

+o0 5
Soit F(x) = / cos(wt)e " dt.
0

1. Déterminer le domaine de définition Dy de F. Etudier la parité de F.

2. Montrer que F' est continue sur son ensemble de définition

3. Montrer que F est de classe €' sur Dy et exprimer F'(z) a l'aide d’une intégrale.
4

. Déterminer une équation différentielle vérifiée par F' et en déduire une expression simple de
F(z)

Exercice 2

+o0 2
Soit F(x) = / ch(zt)e™ dt.
0

1. Montrer Pexistence de F(z) pour tout = € R. Etudier la parité de F.

2. Montrer que F est de classe €' sur R (on pourra utiliser une domination locale), et exprimer
F'(x) a l'aide d’une intégrale.

3. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre vérifiée par F' et en déduire

L . . T e VT
une expression simple de F(x) On pourra utiliser le fait que e " dt= -5
0

Exercice 3

te~t*
1+t2
1. Montrer que F' est définie et continue sur R . (on pourra utiliser une domination locale)

+oo
On pose, pour tout z > 0, F(z) = / dt.
0

2. Montrer que F' est monotone.
3. Déterminer les limites de F' en +o0o et en 0. On commencera par justifier que pour tout

1
te{o,],
x

Donner lallure de la courbe.

e >1—txr>0.

Exercice 4

“+o0
Soit la fonction I' : z — / A
0

1. Montrer que I" est définie sur ]0, +o0[.

2. Montrer que I' est continue sur |0, +o00[ (on pourra utiliser une domination locale).

3. Montrer que T" est de classe €°° (on pourra utiliser une domination locale) sur |0, 4o00[ et
que :

“+o0
Vk € N*¥, I’(k)(m):/ In®(t)e t"1 dt.
0

4. En déduire que la fonction I' est convexe sur |0, +oo[ (i.e. I > 0).
5. Démontrer que pour tout x €]0, +oo[, I'(z + 1) = zT'(x).

6. En déduire que pour tout n € N,T'(n + 1) = nl.
7

1
. Démontrer que I' (2> = /.

Exercice 5

T oGint
On pose F(z) = / S
0 t +x

1. Montrer que F' est définie sur R.

dt.
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2(n+1)mw sin #

2. Montrer que pour tout n € N et pour tout z > 0, I,, = / dt > 0. En déduire

L. 2nm t+z
que F' est positive sur Ry.

sin ux
1+u

1
3. Montrer que F(x) = / du. En déduire que F est impaire, de classe €, et calculer
0

sa dérivée.

4. A Taide d’une intégration par parties, calculer lim F(x).
Tr—+00

Exercice 6

1 1
On pose F(z) = / e'*\/1 —t2dt, et, pour tout n € N, I,, = / t"v1—t2dt.
0

0

1. Déterminer le domaine de définition de F', puis montrer que F' est de classe €°° sur Zp.
Donner une expression intégrale de F’ (n) pour tout n € N.

2. Calculer I et I, puis chercher une relation de récurrence entre I,, et I,,1o.

3. En déduire le développement limité a 1’ordre 3 de F' en 0, puis ’allure de la courbe de F en
ce point.

4. Préciser le sens de variation de F' sur Zp, puis déterminer les limites aux bornes. Tracer
I’allure de la courbe.

Exercice 7

Soit f : R — C continue et intégrable sur R. On pose :
fix— / f(t)e =t dt.
— 00

La fonction f est appelée transformée de Fourier de f.
1. Démontrer que f est définie, continue et bornée sur R.

2 A
2. On considere désormais la fonction f définie par f(t) = e~ Z. Montrer que f est de classe
¢ sur R.

~ +w
3. Calculer f' et en déduire la valeur de f. On admettra que / et dt = g
0

Exercice 8

1
Etudier et représenter graphiquement la fonction f définie par : f(z) = / v+ t3dt.
0

Exercice 9

e—t

x+t

+oo
Soit f définie pour z > 0 par f(z) = / dt.
0

—_

. Montrer que f(x) est bien définie
2. Montrer que la fonction f est de classe €°, 6", 4> (on pourra utiliser une hypothése de
domination locale) et exprimer, pour tout entier n € N, ) ().

w

. Etudier les variations de f, ses limites et tracer son graphe.

W

. Montrer que f est solution d’une équation différentielle (E) linéaire du premier ordre. En
déduire toutes les solutions de (E).

Exercice 10

z 2 1 g—a?(14t7)
Soit f et g définies sur R par f(z) = / e dt) et g(x)= / D
0 0 1+ 12
1. Montrer que f et g sont de classe €* sur R.

2. Montrer que f' + g’ = 0.
+oo 5
3. En déduire la valeur de I = / et dt.
0
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Exercice 11

Soit f la fonction définie sur [0, g[ par
f(0) = In(1 — sin(h)?)

1. Montrer que f est intégrable sur [0, g[

2. On considére la fonction F' définie sur R par
3
Flt) = / In(1+ ¢ x sin(6)2) 6
0

(a) Montrer que F est bien définie et est continue sur [—1, 00|
(b) Etablir que F est de classe C* sur | — 1, 4+00[ et que

sin(6)?

1+t x sin(9)? a0

Vt €] -1, +oo] F’(t):/g
0

3. (a) En posant le changement de variable u = tan(f), montrer que, pour tout t €] — 1, +o0],

™

2T+t x (L+vVI+0)

(b) En déduire que, pour tout t €] — 1, +o0],

F(t) =mx (In(1+v1+t—In(2))

F'(t) =

3 Bastien Marmeth
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Exercices issus d’oraux

Exercice 12
(Oral 2018)

in(t
Pour ¢ € R*, on pose s(t) = sin(t)

et pour z € R, S(z) = / s(t) dt.
0

+oo
Enfin pour z > 0, on pose f(x) = / S(t)efzt dt.
0

+o0 +oo
1-— t 1-— t
sar= [ o - [ ear
12 2
0 0

Montrer que s est prolongeable en une fonction de classe C' et bornée sur R.
Montrer que S est de classe C? sur R.

1 — cos(z) 1 — cos(t)
Montrer que, pour tout z # 0, S(z) = + 2

T 0

dt.

En déduire que f est définie sur [0, +o0].
Montrer que lirf f(z)=0.
r—r 400

Montrer que f est C' sur |0, 4+-00[. On pourra commencer par le faire sur [a,+oo] avec a > 0.
Calculer f(x).

En admettant la continuité de f en 0, calculer lim S(x).
r—+00

® N gt W N

Exercice 13
(Oral 2014, 2018)

—+oo
1
P €] -1, , on définit = —dt.
our x €] ~+o0o[, on définit f(x) /0 T
1. Montrer que f est dérivable sur | — 1, +oo[ et déterminer le sens de variations de f.
2. Montrer que pour tout ¢t € R\ {—1},
1 1 2—-t

1+3 3(1+t)+3(1—t+t2)

et en déduire la valeur de f(0).

w

. Déterminer la limite de f en +oc.

W

. Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par f.
. En déduire f.

(@31

Exercice 14
(Oral 2008)

Soit E = C*(R). Pour f € E on note T(f) la fonction définie par

Vo € R, T(f)(x)= /0 f(tx)de

1. Montrer que 'application T" ainsi définie est un endomorphisme de F
2. Déterminer les éléments propres de 7T'.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

1. Pour z € R la fonction ¢ — cos(mt)e*752 est continue et, pour tout ¢t € [0,+o0] on a

‘cos(xt)e*t2 <e ?.

1
2 2
La fonction ¢ + e~*" est continue sur [0, +-00[, ainsi / e~ " dt converge.
0

+oo

Pourt>1ona0<e—t><e ' Or / e~ ' dt converge. Ainsi, par théoréme de comparai-
1

—+oo
2
son pour les intégrales de fonctions positives, / e”'" dt converge.
1

+oo
Finalement, par majoration / cos(:::t)e*t2 dt converge absolument pour tout réel z. F' est
0
donc définie sur R.

Pourz € Rona —x €Ret
+oo 2 +oo 2
F(-z) = / cos(—at)e™ " dt = / cos(wt)e™"" dt = F(x)
0 0

F' est donc paire.

2. e Pour tout € R la fonction ¢ — cos(:mf)e*’52 est continue sur [0, 4+o00[
e Pour tout ¢ € [0, +o0] la fonction x — Cos(oct)e_’52 est continue sur R o
R ) ) Majoration
e Pour tout € R et tout ¢ € [0,400[ on a ‘cos(xt)e*t < e " et la fonction ¢ +> e7? L
Attention & ce que
est intégrable sur [0, +oo] votre majorant in-

Ainsi, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe intégrale, la fonction F' est continue sur tegrzble ne dépende
R. pas de z

e

3. e Pour tout z € R la fonction ¢ — cos(zt)e™" est intégrable sur [0, +o0]

e Pour tout t € [0, 4o00[ la fonction z — cos(:z:t)e*t2 est de classe C! sur R, sa dérivée est

la fonction z — —t sin(ﬂﬁt)e_752
e Pour tout z € R la fonction t — —¢ sin(amf)e_t2 est continue sur [0, +o00]
e Pour tout = € R et tout ¢ € [0, +00] on a ‘—t sin(:vt)e_tQ <te
Or, pour A >0 on a
/Atetz dt = [—etZ]A S L S
0 2 2 2 A-+oo

0

N | =

Ainsi la fonction t — te™ " est intégrable sur [0, 4+o0[.

Ainsi, d’apres le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, la fonction F est de classe
C'sur Retona

+oo 5
Vz € R, Fl'(z) = / —tsin(xt)e”" dt
0
4. Soit x € R, On va réaliser une intégration par parties dans I'expression de F'(z).

i — L.P.P.

et v : ¢+ sin(zt). u et v sont de classe C' sur [0, 4oc0[ et on a, pour Pour réaliser une
P 2 rn intégration par par-

t>0,u'(t)=—te™" et v'(t) = xcos(xt). ties dans une inté-

et grale généralisée il

Pour ¢ > 0 on a 0 < u(t)v(t) < 5 ainsi, par encadrement , 1121 u(t)v(t) = 0. {est important de
—+00

Posons u : ¢t —

d’abord vérifier que
t — u(t)v(t) a des
limites finies au bord
de lintervalle d’inté-
gration.
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On peut ainsi réaliser une intégration par parties, on a
+o0 5
F'(z) :/ —tsin(zt)e dt
0
+oo
= / o (t)v(t) dt
0
400
= lim u(t)v(t) — u(0)v(0) — / u(t)v'(t) dt
0

t—4o0
+oo eftf2
=0-0-— / x cos(xt) dt
0
= —gF(x)

F est solution de I’équation différentielle (E) : y' + %y =0.

%2

L’ensemble des solutions de cette équation est {IE —Ke 17 K¢ R}.

Or F(0) = g, ainsi

2
_ VT

Vz e R T
T € K, 5

Corrigé de ’exercice 2

1

1. Pour z € R la fonction ¢ — ch(act)e_t2 est continue. On en déduit que / elotle=t" gt converge

0
en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un segment.

e +e v

Pour v € R on a ch(u) = , dot | ch(u)| < el

Ainsi, pour tout ¢ € [0, +o00[ on a ‘ch(act)(ft2 < elotle=t”.

2 42
=0, cest-a-dire el*let" =

Par croissance comparée on a lim t2el*tle— =
t——+o0

t——+oo

1
\©
+oo
Or / 2 dt converge. Ainsi, par théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions
1

o0 5
positives,/ el®tle=t" q¢ converge.
1

—+oo
Finalement, par majoration / (:os(ﬂvt)e*’52 dt converge absolument pour tout réel x et
1

—+oo
cos(:mf)e*'52 dt converge absolument pour tout réel z. On en déduit que F est

définie sur R.

Pourz e Rona —z€Ret

donc

Fl—z) = /0 T h(at)et dt = /0 T h(ate " dt = F(z)

F est donc paire.
2. Soit K > 0, on va montrer que F' est de classe C' sur [~ K, K]
e Pour tout = € [—K, K] la fonction ¢ — ch(zt)e™" est intégrable sur [0, +00]
e Pour tout ¢ € [0, +o0] la fonction z +— ch(act)e*t2 est de classe C' sur [~ K, K], sa dérivée
est la fonction z — ¢ sh(:mf)e_’52

e Pour tout = € [— K, K] la fonction ¢ — tsh(;vt)e_t2 est continue sur [0, +oo|
e Pour tout z € [ K, K] et tout ¢ € [0, +o0] on a

‘tsh(xt)e_tQ‘ < telvtlet" < peKie™t

— Localisation

L’énoncé nous sug-
gere d’utiliser une
domination lo-
cale. En effet on
peut prouver qu’il

{ nexiste pas de fonc-

tion ¢ intégrable sur
[0, +00][ telle que,
pour tout x € R

et tout ¢t > 0,

| ch(zt)e ™ | < o)
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— 2 . . 7
La fonction ¢ + teffe™" est continue sur [0,400[ et, par croissance comparée on a

tefte=" = o = ). Ainsi par théoréme de comparaison pour les intégrales de fonc-
t—+o0 t2
tions positives elle est intégrable sur [0, +oo.

Ainsi, d’apres le théoréeme de dérivabilité sous le signe intégrale, la fonction F' est de classe
C! sur [-K, K].
Puisque F est de classe C* sur tous les intervalles de la forme [~K, K] avec K > 0, elle est
alors de classe C* sur U [-K,K]=R.
K>0
3. Soit x € R, On va réaliser une intégration par parties dans I'expression de F'(z).

,tQ

Posons u : ¢ — et v : t > sh(xt). u et v sont de classe C' sur [0,+00[ et on a, pour

t>0,u/(t) =te " et v/(t) = zch(at).

||t —t2
Pour ¢t > 0 on a 0 < u(t)v(t) ¢

N

5 ainsi, par encadrement til?oou(t)v(t) =0.

On peut ainsi réaliser une intégration par parties, on a
+o0 R
F'(z) :/ tsh(zt)e " dt
0

+o0o
= / o (t)v(t) dt
0

t——+o0

“+oo
— lim w(®)o(t) — u(0)v(0) — /0 w(t)! (1) dt

+o0 e
=0—0+/ xch(xt)——dt
0 2

x
=_F
CE()
F est solution de I’équation différentielle (E) : y' — gy =0.
22
L’ensemble des solutions de cette équation est yx +— Ke's | K € ]R}

Or F(0) = g, ainsi

Vz € R, F(z) = e'r

Corrigé de I’exercice 3

te—t:l:

1. Pour t € [0, 400 on a 2t < 1 + ¢, ainsi, pour >0 et >0 on a 52

+oo +oo 1
On sait que, si x > 0, alors / e " dt converge ( et / e dt =~ ).
0 0 z

teft:E

1+t2dt

—+oo
Ainsi, par théoréme de comparaison pour les intégrales de fonction positives, /
0
converge absolument pour tout x > 0.

Soit € > 0, on a va montrer que F' est continue sur [, +00].
—tx

e Pour tout = > e, la fonction ¢ — e est continue sur [0, +o00[

—tx
1+t
tefta?

1+t

e Pour tout ¢ € [0, +00], la fonction z — est continue sur [, +00]

et et

e Pour tout ¢ > 0 et tout « € [e,+o0] on a < e ® et la fonction ¢ — e =" est

intégrable sur [0, +oo[?

— Continuité

Le théoreme de déri-
vabilité sous le signe
intégrale nous assure
que F est de classe
C' et donc en par-
ticulier continue, il
n’est alors pas né-
cessaire de montrer
séparement que F'

est continue.
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Ainsi, d’apres le théoréme de continuité sous le signe intégrale, F est continue sur [g, +00].
Puisque F' est continue sur tous les intervalles de la forme [, 400 avec € > 0, elle est alors
continue sur U [e, +oo[=R7.
e>0
2. Soit (a,b) €]0, +oc[? avec a < b.

Pour tout ¢ € [0,4+00[ on a e™* > e~ et donc

te—at te—bt

Yt >0, - >
- 1427 14¢2

“+ o0 e—at “+o0 —bt
D’ou, par croissance de 'intégration —dt > —— . ie F(a) > F(b).
b ation, [ gt [ g e Pl 2 P

F' est donc décroissante.

3. On a vu que, pour t > 0, on a 0 <

8=

Ainsi, en intégrant, on a, pour z > 0, 0 < F(z) <

Par encadrement on en déduit que lim F(z)=0.
r—r+00

1
On sait de plus que, pour tout u € R, e* > 1 + u, ainsi, pour tout « > 0 et tout ¢t € [0, ],
e >1—tx>0.

On a alors

lt—tzav
> — dt
//0 1+ ¢2
[
>
0 1

+ﬁ—fm2+1711+ﬁ(ﬁ
>/ f +axl 4+t dt
> — -+

o 141t

x

WV

In(1+t%) —tz +x arctan(t)]
0

1 1 1
—In|{l+—|—-1+zarctan | —
2 22 T
1
2

1
In (1+2°) —In(z) — 1+ zarctan ()

x

1 1
Or lim 3 In (1+ 2%) —In(z) — 1 + zarctan (m) = 400, ainsi lim F(z) = +o0.

r—0t z—0t

Corrigé de I’exercice 4

1. Posons f(x,t) = e ‘71,

Pour x > 0, la fonction t — f(x,t) est continue sur ]0,4o0[, donc est intégrable sur tout
segment inclus dans R’ , elle est de plus positive sur ]0, +-00]

1
En 0%, ona f(x,t) ~, t*71. Or z—1 > —1, ainsi I'intégrale de Riemann / t*~1 dt converge
t—0 0

8 Bastien Marmeth
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1
et ainsi, par critere d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, / t*letdt

0
converge.

1 oo
En 400, on a t*f(z,t) S 0, ainsi f(z,t) o © (t?> Puisque / o) dt converge et
1

que la fonction ¢t — 2 est positive, le théoréme de comparaison par négligeabilité nous assure
—+o0
que / e~ 't*~1 dt converge.
1
Finalement, pour tout x > 0, la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur R, T" est donc bien
définie sur 0, 4o0].
2. e On a vu que, pour tout z > 0, la fonction ¢ — f(x,t) est continue sur R .

e Pour tout ¢t > 0 la fonction x — f(x,t) est continue sur |0, +o0].
e soit a, 8 deux nombres réels tels que 0 < a < .
On définit 1 par (t) =t 'si0O<t <1, ¢(1)=1et ¥(t) =t* "1 sit > 1.
Alors
Vi >0, Vze€laf], 0 <" < p(t)
De maniére analogue a la question 1. on prouve que la fonction ¢ : ¢t — e_tgo(t) est
positive et intégrable sur R

D’apres le théoreme de continuité sous le signe intégrale, on en déduit que I' est continue sur
tout intervalle [« 8], avec 0 < av < 3. Ainsi I est continue sur |0, +oo].

3. On va procéder par récurrence. Pour n € N on pose P,, « I' est de classe C" sur |0, 4+o00][ et
+oo
r™(z) = / In"™(t)e """ tdt. ».
0

Initialisation :
La question 2. nous assure que Py vraie.
Hérédité :
Soit n € N, on suppose P,, vraie.
Soit0<a<a<fB<betzelwnf]
Notons g(z,t) = In"(t)e %!
— Pour tout z € [, ], la fonction t +— In"™(t)e """ ! est continue sur |0, 4+-oo].
o—tpr—1

— Pour tout = € [a, 8], on a, par croissance comparée tliH(l) In"(t)e” "~ = 0, d’ou In"(¢)
—

0 (t*71). Or  + 1%~ est intégrable sur 0, 1]

t—0

De plus, toujours par croissance comparée, lim In"(t)t*~% = 0, ainsi In" (t)e " *~! =
t——+oo t——+o0

0 (tbile*t) et t — t*“Le™t est intégrable sur [1, +ocl.

On en déduit que, pour tout = € [a, A], la fonction ¢ — g(z,t) est intégrable sur ]0, +00[.

0
— Pour tout t > 0, la fonction x > In™(t)e """ est de classe C' sur [a, ] et —g(a:,t) =

Ox
lnn-ﬁ-l(t)efttxfl
— Pour tout z € [a, B],t — In" T (t)e "~ est continue sur |0, +ool.
— On définit ¢ par
" ()1 sio<t<l1
o) = { (1) = 1
o(t) =P T (t)  sit>1

¢ est continue sur ]0, +oo[ et le méme raisonnement que pour g(x,t) prouve que ¢ est
intégrable sur |0, +ool.

De plus,

9g

@t)' < olt)

+oo
Ainsi, d’apres le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale, la fonction x / In™(t)e "t dt.
0

9 Bastien Marmeth
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est de classe C! sur [a, 3], ce pour tout (a, 8) €]0, 4+oc[. Elle est donc de classe C' sur ]0, 4-o0[

—+oo
et sa dérivée est x — / "t (t)e~tt*tdt.
0

Or, par hypothése de récurrence, I' est de classe C™ sur ]0, +o0of et

+oo
vz €]0, +-o00], F(")(x):/ In"(t)e 1>~ dt.
0

(n

On a ainsi montré que I' ) est de classe C* et que

/ too
Vz €]0, 4o00], (F(")) (z) = / " (t)e >t dt.
0
Cest-a-dire que I' est de classe C"*! et que

+oo
Vo €]0, +oo[, I (z) = / " (t)e "t dt.
0

Pr+1 est bien vraie ce qui acheve la récurrence.
400
4. Soit x > 0, on a I''(z) = / In?(t)e~ 't~ Ldt.
0

La fonction intégrée est positive sur |0, +oc[, donc I (x) > 0. T est bien convexe.

5. On effectue, dans I'expression de I'(z + 1) I'intégration par parties u(t) = t* et v(t) = —e .

u et v sont de classe C* sur |0, +-o00], de plus on a }iﬂ(l) u(t)v(t) =0 et t_lg{l u(t)v(t) = 0 Ainsi,
s o

comme toutes les intégrales convergent, on obtient
+oo
Nx+1)= —/ (—e Hat™ ! dt = 2T (z)
0

6. On procede par récurrence sur n € N.
Initialisation :
+oo

Onal(0+1) :/ e tdt=1=0.

0
Hérédité :
Soit n € N, on suppose que I'(n + 1) = n!, alors

'n+2)=(nm+1)I'n)=(Mn+1)xnl=(Mn+1)

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheve la récurrence.

400

1

1
7.Onal (=)= — e tdt.
<2> 0o Vi

Soit ¢ : t = Vt. ¢ est de classe C', bijective, strictement croissante de R vers R, c’est
donc un changement de variable licite.

1 oo q
(=)= —etdt
(2) / NG

+oo R
:/ e~ ?M 20/ (t) dt
0

+oo 2
= 2/ e " du
0

- m

On a alors,

Corrigé de ’exercice 5
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1.

2.

Si x = 0 l'intégrale va de 0 & 0 donc est nulle.

Si ¢ > 0, alors pour tout ¢t € [0,z], t+x > x > 0. Si x < 0, alors pour tout t € [, 0],
t+ 2 <z < 0. Dans les deux cas, la fonction intégrée est donc bien définie et continue sur le
segment adéquat. F' est donc définie sur R.

— Soitne€Netz>0.0na

2nm t+o

B /2n7r+7r sin(t) & N /2n7r+27r sin(t) &
2 2

nmw t + x nw+mw t + €T
_ / sin(u) du + / —sin(u) du
0o u+22nm+z 0o Ut2nTr4+ T+
T 1 1
= / sin(u) — du
0 u+2nm+z u+22nm+m+z

/” 7 sin(u)
= du
o (u+2nm+x)(u+2nm+7+ )

Puisque la fonction intégrée est positive sur [0, 7] on a bien I,, > 0.

— Soit n 'unique entier tel que 2nmT < < 2(n+1)7w i.e. n = L;J On a donc, d’apres la
™

relation de Chasles

n—1 T .
sint
F(x) = 1 dt
(z) Z k +/zmrt+ff
k=0
Si ¢ € [2nm,2nm 4+ 7], comme t —

xr : t
/ ST gt > 0.
2nm t+$

Si z €]2nm + 7, 2nm 4 27|, alors

/‘T sint /2"”“r sint +/z sint
2n7rt+'r 2nm t+$ 2n7r+7rt+x

est négative sur [2nm + 7, 2n7w + 27|, on a

/”” sint /27”7“'27r sint
=
2nmw+mT t +x 2nm+m t +x

est positive sur [2nm,2nm 4+ 7], on a

sint
comme t — ;

T sint
D’ou / >1,>20
o t+x

Dans tous les cas, F'(x) est positif comme somme de termes positifs.
sin 0
14+u
Pour x # 0 le changement de variable t = uz donne directement le résultat voulu
— Soit x € R, on a

! sin(—ux) ! sin ux
F(—x)z/ 7du=—/ du = —F(x)
o 1twu 0

du

1
—Pourx:()onabienF(O):O:/
0

F' est donc impaire.

sin(uz
— Posons, pour z € Ret u € [0,1], f(z,u) = ( )
14+u
La fonction u — f(z,u) est intégrable sur [0,1] en tant que fonction continue sur un

segment.

La fonction x — f(z,u) est de classe C* et

u cos(ux)

V(z,u) € R x[0,1], T a

%(m,u) =

changement de
variable u =t — 2nmw
dans la premiere
intégrale et
u=1t—2nm —w dans
la deuxiéme

— Intuition

Le résultat a dé-
montrer se "voit"
sur un dessin : le
graphe de la fonc-

. sint
tion t —

t+x
a l'allure de celui
de sin, pondéré par
) de
+x
plus en plus petit
quand t augmente.

un poids (t

11
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La fonction ¢ — u cos(uz) est continue sur [0, 1]
1+u
Enfin (uz)
u cos(ux u
v R x[0,1 <
(z,u) € Rx[0,1], T u T

et la fonction u —

est intégrable sur [0, 1] en tant que fonction continue sur le
segment [0, 1].
D’apres le théoreme de classe C' pour les intégrales & parametres la fonction F : x +—

1
/ f(z,u)du est donc de classe C' sur R et Vo € R :
0

F’(:c)z/ollmwx)du

14+ u

4. Soit z > 0, on a, par intégration par parties

T

Fla) = {1 Cos(ux)}: 1/01(308(ux)d cos(r) | 1

r 1+4u (14 u)? YT T R

1
ot Iy = / cos(uz) g,
0

On a alors

3 1 1
Puisque lim —+ /
0 o (

(14u)?
cos(x 1
Fa) = [
< cos(x) 1 n llum
2z T z
o 3 1 [ cos(ux) d
Sor T a )y [A+wz|
x oz Jy |(1+u)
3 01/ 1
2y s d
2x x/o (14 u)? "

z—+o0 21 E 1 + U)2 x—+00

1.

— Posons  f

Corrigé de I’exercice 6

R x[0,1] — R
(z,t) eyl —¢2
Pour tout z € R la fonction ¢ — f(z,t) est continue donc l'intégrale définissant F'(x)

est bien définie pour tout z € R (en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un
segment), on a donc Zr = R.

On va procéder par récurrence. Pour n € N on pose P,, « F' est de classe C" sur R et

1
F(")(w):/ tme\/1 — 12 dt ».
0

Initialisation :

La question 1. nous assure que Py vraie.

Hérédité :

Soit n € N, on suppose P, vraie.
Soit @ > 0 et z € [—a,al.

Notons g : (z,t) — t"e™ /1 — t2

— Pour tout x € [—a,al, la fonction  — t"e**\/1 — ¢2 est continue sur |0, +oo].

— Cas particulier

On verra en fait plus
tard que, lorsque
I'intervalle d’intégra-
tion est un segment
et que la fonction
(z,t) — f(z,t) est
de classe C' en tant
que fonction de deux
variables alors toutes
les hypotheses du
théoreme de dériva-
bilité sous l'intégrale
sont vérifiées.

du = 0 alors, d’apres le théoréme des gendarmes, lim F(x) =

12
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— Pour tout z € [—a, a] la fonction ¢ — t"e" /1 — 2 est intégrable sur [0, 1] en tant
que fonction continue sur un segment.

— Pour tout ¢ > 0, la fonction z + t"e*\/1 — 12 est de classe C' sur [—a,a] et

99
z,t) = t"Te®t/1 — 12
&T( )
— Pour tout € [—a,al, la fonction ¢ — t"T1e™ /1 — 2 est continue sur ]0, +ocl.

— On a la majoration suivante

vt € [—a,al, .

0
g(x,t)‘ Lt Tletty/1 — 12

La fonction ¢ +— t"Tte® /1 — 2 est intégrale sur [0, 1] en tant que fonction continue

sur un segment
Ainsi, d’apres le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, la fonction = +—

+oo
e — . est de classe C* sur [—a,al, ce pour tout a > 0. Elle est donc
/ t"tleat /1 — 2 dt. est de classe C! [~a,a], ce pour tout 0. Elle est d
0 oo
de classe C! sur R et sa dérivée est z — / tnTlett\/1 — 2 dt.
0

Ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et acheéve la récurrence

1
Ainsi F est de classe C*° sur R, et, pourn € Net z € Ron a F(”)(x) = the®t\/1 — 2 dt.
0

1
2. — Onaly= / V1 —t2dt. La changement de variable ¢ = sin(¢) nous donne
0
3 7] (2
%=/|mﬂmm=/yiﬁiﬁazf
— Ona

3

1
1 _g2\3
n- [ ﬁd[ﬂw 1
0
0

1
— SoitneN,onal, o= [ t""2/1—t2dt

0
(1—1%)%]
3

1
Iio= [ t""2/1—#2dt

0

= /1 o' (t)v(t) dt
0

Posons u : t +—> et v:t— t"" et v sont de classe C! et on a alors

= [u(t)v(t)]; — /0 w(v)v'(t) dt
_o—o4+ 2t /1t"(1—t2)\/1—t2dt
3 Jo

_n+1I_n+1
-3 " 3
n—i—lln

n+4

3. On remarque que I,, = F™ (0),

In2

On en déduit que I, 1o =

Comme F est de classe C3, la formule de Taylor-Young nous donne l'existence d’un dévelop-
pement limité a 'ordre 3 en 0

F"(0 F®) (0
F(x) = F(0)+ F'(0)x + ( )x2 + ( ):v?’ + o(z?)
x—0 2 6
D’ou ) 5
+ T o)

T X
F@) Zo3 3 16 T 5
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Lycée La Martiniére Monplaisir PT

La courbe de F' admet donc comme tangente la droite d’équation y = % + % au point
T X ma?

d’abscisse 0. De plus comme F'(z)— (f + f) ~ —— la courbe est au-dessus de la tangente
4 3/ 2—0 16

au voisinage de 0.
4. — On a vu précédemment que, pour x € R, on a

1
F'(z)= [ te®'/1—12dt >0
0
Ainsi F est croissante sur R.
— Pour x #0 on a
et —1

T

1
0< F(x) g/ e dt <
0

xT

Or lim

— Pour tout > 0 on a e'” > 1+ tz, d’oll, par intégration

1
F(z) >/ (1+t2)V/1—e2dt > %+§
0

=0, d’oti, par encadrement, lim F(x)=0.
T——00

D’otl, par minoration lim F(z) = +o0.
T—+00

Corrigé de l’exercice 7

1. Pour (z,t) € R? on a |f(t)e™ ™| = |f(t)].
“+o0
Or f est intégrable sur R, i.e. / |f(t)] dt converge. Ainsi, pour tout z € R, la fonction

— 0o

t s f(t)e ™" est intégrable. f est ainsi bien définie.

De plus on a, pour =z € R,

— 00 — 00

)] = \ / :O F(p)eist dt‘ </ e at < / T

Ainsi f est bornée sur R.

— Pour tout 2 € R, la fonction ¢ — f(t)e™"*! est continue
— Pour tout t € R, la fonction z — f(t)e™*"" est continue
— Pour (z,t) € R® on a |f(t)e ™ < |f(t)] et t — |f(t)| est intégrable

D’apres le théoréme de continuité sous le signe intégrale, f est alors continue sur R.
—+oo

2. Pour n € N, on pose, P,, « f est de classe C" sur Ret Vz € R, f(™)(z) = / (—it)"e " e T dt ».

— 00

Initialisation :

1
Pour n = 0, f est continue sur R et t*f(t) s 0, donc f(t) D50 (tQ)'
— oo — oo

Ainsi f est intégrable sur R et d’apres 1., f est définie et continue sur R.
Hérédité :

Soit n € N, on suppose P,, vraie.

On pose g(z,t) = (—it)"e_me_%.

— Pour tout 2 € R la fonction ¢t — g(z,t) est continue sur R et, par croissances comparées,
t2|g(z,t)] — 0, donc t ~ g(x,t) est intégrable sur R.
t—+oo
17) ; 2
— Pour tout ¢ € R, la fonction = + g(x,t) est de classe C* sur Ret 99 _ (—it)”“e_me_%.

ox

0
— Pour tout = € R, la fonction t — —g(x, t) est continue sur R

ox
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— On a l'inégalité suivante

2
ag(x,t)‘ <ttlem

Vx,t € R,
v ox

2
La fonction ¢ : t — t"t1e~ est continue et intégrable sur R.

+o0 5
P P . L , ity —t2
Le théoreme de dérivation sous le signe intégrale nous assure alors que x +— / (—it)"e e~ = dt
— 00

est de classe ct sur R. Or d’aprées 'hypothese de récurrence, cette fonction est la dérivée n-
ieme de f, donc f(™ est de classe C* et

R +oo ) 2
Vz € R, i (z) = / (—it)" e e T dt
—00
Pn+t1 est vraie ce qui acheve la récurrence.
Ainsi f est de classe C* sur R.

3. On en déduit que
. too 2
Vz € R, f(z) = —i/ e e T dt

—0o0

. 2
On effectue Dintégration par parties u(t) = ie ™, v(t) = —e~ 7. u et v sont de classe C'
sur R. On a , lig u(t)v(t) = 0 et on a déja prouvé que les intégrales impropres manipulées
— =00
étaient convergentes.

On a donc oo
vV € R, f(z) = f:r/ e e T dt = —af(2)

— 00
Ainsi

~ z2

VeeR,  f(z)=f0)e =

o +oo 12
f(0) =2 / e~ 2 dt par parité de la fonction intégrée. Le changement de variable affine

0
t = V2u, de classe C!, strictement croissant, réalisant une bijection de R* sur lui-méme
donne

£(0) =2v2 = e~ du =21

Ainsi,
z2

Vz € R, flz) =V2me™ 7T

Corrigé de I’exercice 8

f n’est as définie pour x < 0. pour x > 0, ¢ — /x +t3 est continue sur le segment [0, 1].
L’ensemble de définition de f est donc R

La fonction ¢ : (z,t) — V/x +t3 est continue (en tant que fonction de deux variables) sur
R x [0, 1], donc la fonction f est continue sur R

Soit (x,y) € (Ry)? avec & < y. Soit t € [0, 1], par croissance de la fonction racine carrée, on a

\/x +13 < \/y + 3, d’on par croissance de U'intégrale, f(z) < f(y). f est donc croissante sur R.
De plus, pour z > 0 et t € [0,1] on a /o < Vo + 1 <Vr+ 1. Ainsi par intégration
Ve>0, Vo< fl@)<vVa+l
Dot f(z) W V.

Finalement le tracé de la courbe de f est

15
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Figure .1 — Tracé de la courbe de f

3.5 T T T T

Corrigé de I’exercice 9

—t
1. Soit & > 0, la fonction ¢ +—

est continue sur [0, 4oco[ et on a
T+

—t —t
VE>0, 0<

T+t S x
—t

Or la fonction ¢ — — est intégrable sur [0, +-00[
x

Ainsi, par majoration f(x) est bien définie.
—t

2. P t(z,t) — .
osons ¢ : (z,t) pr

— Pour z > 0 la fonction ¢ +— g(z,t) est intégrable sur R
—t
e
— Pour t > 0, la fonction x +—
T+t

est de classe C* sur 0, o0l

(=1)"nle~t
(x +t)ntt’
(—=1)"nle™t
(x4 t)ntt

Sa dérivée n-iéme est la fonction x +— qui est continue sur 0, +00]

— Pour tout n € N, et tout > 0 les fonctions ¢ — sont continues sur [0, +00]

— Hypothese de domination :
Soit a > 0 alors, pour n € N, x > a, et t > 0 on a

‘ (—=1)"nle™!

(z +t)n+t

nle™?

~ an+1

nle~!
Notons ¢, : t — —T Pn est continue, positive sur [0, 4o00[ et son intégrale impropre

sur [0, 400 est convergente.
Depluspour n e N,z >a,ett >0o0na
g

St < enlt)

L’hypothése de domination est vérifiée a tout rang n, sur tout segment [a, +00l.

Ainsi, par récurrence, f est de classe C* sur tout [a,+o00[, donc sur ]0, +oo.

f(n) (LL') _ A+OO (—1)nn!e_t dt

(@ + )t

De plus, pour £ > 0 on a
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+oo e—t
3.Pourm>00na’x:—/ —
négative sur R’ , donc f y est décroissante.

dt. Par positivité de I'intégrale impropre, f’ est

De plus on a

+oo et

1
ogf(m)g/ C @<l
0 x X

D’ou, par encadrement, lim f(z)=0
r—+o0

On a également

f(:v)>/1 - dt>1/+oo L g5 nte)—In(@)
= 0 1:+t /e 0 l‘—l—t = e

Or lim In(1+ z) — In(x)
z—0t e

On obtient le tracé suivant

Figure .2 — Tracé de la courbe de f

4.5 T T T T T T T T T

= 400, donc par encadrement, lim f(z) = 4oc.
z—0t

4 - —

33 F -

3t .

2.5 —

2 .

1.5 —

1k .

0.5 —

1
4. Soit z > 0. On fait une intégration par parties dans f’ en posant u(t) = e ‘et v(t) = — s
x
u et v sont de classe C* et lim w(t)v(t) =0
t——+oo
On a alors
oo —t
"(z) = / C __at

+oo
= / w(t)v'(t) dt
0

1
Ainsi f est solution de I'équation(E) : ¢ —y = ——

T
f est une solutions particuliére de (F). L’équation homogene associée est linéaire du premier
ordre a coefficients constants.

On en déduit que les solutions de (£) sont les fonctions de RY vers R, x — f(x) + ke”, on
keR.
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Corrigé de ’exercice 10

1. La fonction ¢ — e~ est continue sur R, la primitive de cette fonction qui s’annule en 0 est

ainsi de classe C! sur R et f, qui est le carré de cette fonction, est de classe C* sur R. De

plus,
Vr € R, flz) = 2 / et dt
0
e—z2(1+t2)
Pour z € R la fonction ¢ e est continue sur [0, 1] donc intégrable sur [0, 1]
e—z2(1+t2)

—z2(1+t2)

Pour ¢ € [0,1] la fonction z — est de classe C' de dérivée x — —2ze

142
Pour = € R la fonction ¢ — —2ze* 1+") est continue sur [0,1]

Soit a > 0, pour x € [—a,a] et t € [0,1] on a

2 (14t2) <

—2xe” <a

La fonction ¢ — a est intégrable sur [0, 1]

D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale ¢ est de classe C! sur tout intervalle
[—a,a] avec a > 0 donc sur R et

+o0 1
VzeR, g'(z)= _2”3/ e~ () dt = —2e712/ we~ ("D dt
0 0
2. En posant le changement de variable ¥ (t) = xt, on obtient, pour z € R,
! g2 ! 7(“)2
g'(x) = —2e e dt
0

1
:—2e_r2/ e_(w(t))zw'(t) dt

0

, v )
= —2e " / e " du
¥(0)

2 z 2
= —2e7 7 / e " du
0
Ainsi f' +4¢ = 0.

3. f + g est une fonction dérivable de dérivée nulle sur l'intervalle R, c¢’est donc une fonction
constante. Or f(0) =0 et

g(0) = /0 ! dt = [arctan(t)](l) = Z

1+ ¢t2 4
D’ou -
Vr € R, f($)+g(33)21
2,2

e % t

m dt7 D’ou

1
Pour z € R on a g(z) = e /
0

2

VreR, 0<g(z)< %e*m

z 2
On en déduit que lim g(x) =0 et donc lim (/ e_tZdt) _
T—>+00 0 4

T ——+00
+oo
Ainsi I = / e dt = ﬁ
O 2
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Corrigé de ’exercice 11

7r
1. Pour tout @ > 0 la fonction f est continue sur [0, 5 a]. Le seul probléme va venir du

2.

comportement au voisinage de g Posons u = g— 6. Alors In(1 —sin(#)?) = In(1 —cos(u)?) =
21In(sin(u)).

Au voisinage de 0, on a sin(u) = wu+o(u). D’ou 2In(sin(u)) ~ 21n(u).

u—0

Or la fonction u + In(u) est intégrable au voisinage de 0. Ainsi la fonction 6 — In(1 —sin(6)?

est intégrable au voisinage de 5"

(a)

Pour montrer que F' est bien définie et continue on va utiliser le théoréme de continuité
sous le signe intégrale,

On pose pour cela g(6,t) = In(1 + ¢ x sin(h)?). Toutefois il ne va pas étre possible de
trouver une domination sur [—1,+o0o[. On va montrer que, Va > 0, f est bien définie et
continue sur Uintervalle [—1, a], ce qui montrera que f est bien définie et continue sur
[—1, +o0[. Soit a > 0.

— Pour t € [—1, a] fixé, la fonction 6 — g(0,t) est continue sur [0, g[
— Pour 0 € [O, g} la fonction t — g(6,t) est continue sur [—1,a].
— On a 'encadrement suivant :
Vte[-1,a], V0 € [o,g In(1 — sin(6)?) < ¢(6,t) < In(1 + asin(6)?)

On a vu & la question précédente que la fonction § — — In(1—sin(6)?) est intégrable
et on sait que la fonction 8 — In(1 4 asin(#)?) est intégrable car elle est bornée sur

[0, g] On peut alors prendre la majoration
Vte[-1,a], V0 € [0, g[ 19(0,)] < |In(1 + asin(8)?)] + | In(1 — sin(8)?)|

On applique alors le théoreme de continuité sous le signe intégrale. La fonction F' est
donc bien définie et continue sur [—1,a[. Comme F est bien définie et continue sur
tous les intervalles [—1,a[ pour a > 0, il s’ensuit que F est bien définie et continue sur
[—1, +00l.

Pour montrer que F est bien définie et de classe C' on veut utiliser le théoréme de
dérivabilité sous le signe intégrale vu en cours

Toutefois il ne va pas étre possible de trouver une domination sur | — 1,4o00[. On va
montrer que, pour tout e > 0, F est dérivable sur 'intervalle [—1 + &, +o00[, ce qui
montrera que F est dérivable sur | — 1, 400[. Soit € > 0.

— Pour t €] — 1, +o0] fixé, la fonction § — g(6,t) est intégrable sur [O, g]

— Pour 6 € [0, g], I’application ¢ — g(t,0) est de classe C* sur [—14-¢, +-00[. Sa dérivée
vaut 5 (02
991,0) = &
ot 1+ tsin(9)?

— On a la domination suivante :
sin(6)?
1+ tsin(6)?

sin(6)?
T 1+ (—14¢) xsin(6)?

Vte [~1+e¢,+oo|, vee[mg] ’

sin(6)?
1+ (—1+¢) x sin(6)?
On applique alors le théoréeme de dérivabilité sous le signe intégrale. La fonction F' est
bien définie et de classe C' sur [~1 + ¢, +oo[, de dérivée

Bl sin(6)2
) — sin(
®) /0 1+t x sin(6)? a0

Et la fonction 6 —

est intégrable sur {O, g} .

Comme F est de classe C! sur tous les intervalles [-1+ &, 400[ pour € > 0, il s’ensuit
que F est de classe C* sur | — 1, +o0].
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3. (a) Comme suggeré on va poser le changement de variable u = tan(6). On obtient alors,
pour t > —1,

2
£ in(6)2 +o0 _ut 1
/ __sin(6)” 2d0:/ Bl du
o 1+t xsin(d) 0o l4txgLy 14w

+oo u2
= du
/0 (2 + 1) x (L+uZ+txu?)

o 1 o 1
= Zx ——  du — X —  du On fait le changement
‘/0 t 14 u? /O t 1+(141t) xu? de variable
v=vV1+txu

_r_1 1 X/+°°1dv

26t i+t Jo 1+02

_7(' i

T2 2Ax I+t

:gx\/m—1

2 tvV1+t

_m (V- x (VIFi+1)

2 tV1+tx (VI+t+1)
™

T2 T ix (L+vVITh)

On obtient bien :
T

Vel =Ll O = S e Vi)

(b) Posons, pour ¢ € [—1,+o0[, G(t) = 7 x (In(1 + V1 +t—In(2)). Alors, G est dérivable
sur | — 1, +00] et,

1

T X —F
Ve -1, G'(t) = — 2/Ft T — F'(t
I=btol GO =1 s " wvimicasvizy LW

Ainsi, (F — G)’ est nulle sur l'intervalle | — 1, 400[. L’application t — F(t) — G(t) est
constante et vaut en particulier F'(0) — G(0)

s

On remarque que F'(0) = /2 In(140)df = 0 et G(0) = mx (In(1 + v1+ 0 —In(2)) = 0.
0
On a donc obtenu que :

Vt €]l —1,+00[ F(t) =7 x (In(1+v1+t—1In(2))

Corrigé de I’exercice 12

t
1. On a s(t) o T ainsi s est prolongeable par continuité en 0.
—
Pour t #0 on a

. 3 2
S(t) = tcos(t) —sin(t)  t—5 —t+ Fo(t?) 0

2 t—0 t2 t—=0

Ainsi, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée s se prolonge en une fonction de classe
1
|* sur R.

t
2. S est une primitive de s qui est de classe C! sur R, S est donc de classe C? sur R.

<L

sin(t t
De plus, pour t € R on a ()‘ < ‘

1
3. Soit & # 0, on pose u : t — 1 — cos(t) et v : ¢+ - u et v sont de classe C! et on a
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+oo
4. La question précédente nous assure que lirf S(x) = I, ainsi / s(t) dt converge, i.e. f(0)
r—r+00

0

est bien définie.

Soit x > 0

On a, pour t > 0 |s(t)e™™"| < e *, or la fonction ¢ +— e
par majoration la fonction ¢ — s(t)e™™
Pexistence de f(x).

. Pour x >0ona

¢ est intégrale sur R’} , ainsi,
! est intégrable sur [0,4o0o[ ce qui nous assure de

D’ou, par encadrement, lim f(z)=0.
r——+00

. Soit a > 0.

— Pour z > a la fonction t + s(t)e” ™" est intégrable sur [0, +oo|

— Pour t > 0 la fonction x — s(t)e ™" est dérivable sur [a, +oo[ de dérivée z +— sin(t)e "

—xt

— Pour z > q, la fonction ¢ — sin(t)e™ ™" est continue sur [0, +o00[

a

— Pourz > aett>0o0na |sin(t)e*””t| < e ¥ et la fonction t — e~ est intégrable sur

[0, +o00[

Le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale nous assure alors que f est de classe C!
sur [a, +00], ce pour tout a > 0. f est donc de classe C' sur ]a, +oo].

+oo
. Pourx>0ona f(z)= / sin(t)e "t dt
0

Soit A > 0, on a alors

A 1A , ,
/ sin(t)e_”’t dt = i./ e Tttt _ —wt—it gy
0 21 Jo

1 4 . .

— e(ferz)t - e(fzfz)t dt
21 0

1 e(—a+it  o(—z—i)t4

_e—zA [ &4 e~ 1 1 1
) —r4+i —x—i 2% \—z+i —-x—1

esz eiA efiA N 1
21 —x+i —x—1 1+ 22

Or ) .
e—mA ezA e—zA e—xA
- - — - <
2i <—x—|—z —x—z)‘ ||
—zA iA —iA
Dot lim — ( © ¢ .)zo.
A—+too 2 —x+1 —Tr—1
+oo . 1
Ainsi f'(x :/ sin(t)e~** dt = .
F= [ sty —

— Majoration ——
11 est tentant
d’éerire |s(t)e | <
|s(t)| mais rien ne
nous assure que

“+oo
/ |s(t)| converge
0
(ce n’est d’ailleurs
pas le cas
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Il existe donc K € R telle que, pour z > 0, f(z) = arctan(z) + K. Or lim f(z) =0, d’ou

xr——+00
K=-I.
2
Finalement

Vo >0, flx)= g — arctan(x)

8. Puisque f est continue en 0 on a f(0) = lin%) f(x), ie.
T—r

I=lim >~ — arctan(z) = T
z—0 2 2

Corrigé de I’exercice 13

1
1. Pour t > 0 et x > —1 on pose g(z,t) = [ Soit a €] — 1,0 et b > 1
1
I f;our S [a, b] la fonction ¢t — m est continue sur [O, +OO[ et m t%:oo
—. On en déduit donc qu’elle est intégrable sur [0, +oo|

3

est de classe C* sur [a, b] de dérivée 99 sz, t) =

ox

— Pour t > 0 la fonction x —
—322
(1+2341¢3)2

14234143

—3z2

A 10y est continue sur [0, +o00]

— Pour z € [a,b] la fonction ¢ —

— Pour z € [a,b] et t > 0 on a

—3z2 < 3b2
(1+a34+13)2 = (1+a3+13)
. 3b? .y
La fonction t +— m est intégrable sur [0, +o0[
a

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale f est de classe C' sur tout intervalle
[a,b] avec —1 < a < 1 < b, donc de classe C! sur | — 1, +ocl.

, o0 _3332
P > —1 = [
our x ona f'(x) /0 e

2. 1l s’agit d’une simple décomposition en éléments simples, puisqu’elle est déja donnée il nous
suffit de vérifier le résultat en mettant le terme de droite sous le méme dénominateur.

dt < 0, f est donc décroissante sur | — 1, +o0].
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On ne peut pas
travailler directe-
On a alors, pour A > 0 Jment sur [0, +-o0
car intégrale
A A +oo 1
1 1 2—t
——dt = dt / siop &
/0 1+ 3 /0 3040  3(1—(+8) 2 3(1+1)
iverge.
A A 2y
:/ 7dt+/ ———dt
o 3(1+1) 0 3(1—t+1t?)
1[4 21 1 1
=—[In(1+4+¢ ——dt+ 7dt
3[n( ol 6/0 1—t+27 72 1—t+t2
1 1 1
=-In(1+A4) — = [In(1 — ¢t +*)] —e 5
FIn(L+4) = ¢ [In(1 — 4 2/ =
1 1 2t —1
—In(1+A) — —In(1 — A+ A?) + { arctan( )]
-3 6 V3 0
11((1+A)2>+1 . (A ) LI (—1)
- _ — arctan — —arctan [ —
6 1— A+ A2 V3 V3 V3 V3
L (1+ A)? 1 .
==  ra— arctan
6 1— A+ A2 \/§ f
T LT
A=too 2¢/3  6V3
e
A—too 34/3
2w
Ainsi f(0) = —=
O = 7
. Pour x >0 ona
1 < 1 <i 1
L+a8+43 = +45 = 28 1 4 (1)
t o 2
En posant le changement de variable s = — on obtient / 7 dt = e
x o 1+ (%) 3v3
Ainsi, on a
Vr>0,  0<f(z) < —F
T , < flr) K ——
3v/322

Par encadrement on en déduit que lim f(z) =
T—400

. D’apres la question 1. on a, pour z > —1,

+o0o 1 , ) +oo 1
—dt, t =-3 ——— dt
/0 L+a3+ 13 ¢ /(@) v /0 (1+23 +1¢3)2

Posons u(t) =t et v(t) = u et v sont de classe |' et lim wu(t)v(t) = 0.

14+ 23437 t—+00
On a alors

+oo 1
- - a
f(@) /O 1+ a3+ 43

+oo
- / W (#)o(t) dt
0

+oo
= lim u(t)v(t) — u(0)v(0) 7/0 w(t)v'(t) dt

t——+oo

+o0o 3t3
= ————dt
o (L+a3+13)2

_3/+°° >+ 22 +1) — (2% + 1)
0

dt
(1423 +13)2

+o0
: 3 3, 432
:3/0 mi(x +1)107’a01(1+1’ +t) dt

24+ 1
=3f(@)+ —3

f'(z)
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2
f est donc solution de I’équation 3 + y=0
23+ 1
2
2
5. La fonction x — 7% admet comme primitive la fonction z — —3 In(1+ z3). D’apres la
x
question précédente il existe alors K € R tel que
K
Vo> -1, fla)= ———
(14a3)3
27
Or f(0) = ——=, ainsi
1) 3v3
27

Vo > —1, fz) = m

Corrigé de l’exercice 14

1. La linéarité de T ne pose aucun probléme, le point important est de montrer que T'(f) est
de classe CT°

Soit a > 0, on va montrer par récurrence sur n que T(f) est de classe C" sur [—a,a] et que
1
T(H™ 2 I—>/ " ) (t2:) dt
0

Initialisation : f’ est continue sur [—a, a] donc bornée. Notons M, = Z [f(s)].
s€[—a,al

— Pour = € [—a,a] la fonction ¢ — f(tx) est continue sur [0, 1]

— Pour t € [0, 1] la fonction x — f(tz) est de continue sur [—a, a]

— Pour z € [—a,a] et t € [0,1] on a |f(tx)| < M, et la fonction ¢t — M, est intégrable sur

[0,1]

Ainsi le théoréeme de continuité sous le signe intégrale nous assure que T'(f) est continue sur
[—a,a],

Hérédité :
1
Soit n € N, on suppose T'(f) est de classe C" sur [—a, a] et que T(f)™ : z / " ) (¢ dt.
0

"+ est continue sur [—a,a] donc bornée. Notons K, = Z |F D (s)).
s€[—a,a]

— Pour z € [—a, a] la fonction ¢ — ¢" (™ (tz) est intégrable sur [0,1] car continue
— Pour t € EO, 1] la fonction z — t" ) (tz) est de classe C* sur [—a,a] de dérivée z —
tn+1f(n+1 (tCC)
— Pour z € [—a,a] la fonction ¢ — "1 fFD (1) est continue sur [0, 1]
— Pour z € [—a,a] et t € [0,1] on a [t"1f" D (1) < K, et la fonction t — K, est
intégrable sur [0, 1]
Ainsi le théoréme de dérivabilité sous le signe intégrale nous assure que T'(f )(”) est de classe
1
C! sur [—a, a]. T(f) est donc de classe C"*! sur [—a,a] et T(f)™ : 2 / L D (1) d,
0
ce qui acheve la récurrence

T(f) est de classe C* sur [—a,a] ce, pour tout a > 0, elle est donc de classe C* sur R et,

1
pour z € Ron a T(f)(z) = / tf(tx)dt
0
2. Soit A € R*, et f € C™.

Une intégration par parties nous assure alors que

. poy_ f@) 1t _f@) 1
Vi eR',  T(f) () ==~ - 5/0 fltz)dt = == = —T(f)(z)
Supposons que f est un vecteur propre de T pour A, on a alors T(f) = A\f, d’ot,
oy f@) A
Vz e R, Af(z)*T*Ef(m)
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A—1
f est ainsi solution de ’équation différentielle Ay’ + ()\) y=0.
x

Il existe ainsi K € R tel que

VzeR,  f(z)=Kexp ( 1n(:c|)) = K|~

Réciproquement, si f : x — Klz| > alors

1 1
f(xt)dt=K|x|¥/ £ dt
0

= Klz| 5 [At%r

= Kf(z)

0

Finalement A € Sp(T") et Ex(T) = Vect (x — |x|%)
1 x
Enfin, le changement de variable s = tx nous assure que, pour z # 0, T'(f)(z) = . / f(s)ds
0
x
Supposons que f € Ker(T'), alors, pour tout = # 0 on a / f(s)ds = 0, d’ou en dérivant
0

f(z) = 0. Ainsi Ker(f) = {O¢oo(r) }-
Finalement Sp(T) = R*.
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